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MASSIMI, MINIMI E FLESSI 

 
N.B. Se f(x) è continua in [a;b], esistono sicuramente M e m (Teor. di Weierstrass) 
 

 
I punti di massimo e di minimo relativi si chiamano anche punti estremanti relativi di f(x). 
 
N.B. Un punto di estremo assoluto è anche un punto di estremo relativo, ma non è sempre vero il contrario. 

 
Nelle definizioni date non è richiesta la continuità o la derivabilità della funzione f(x): ci 
può essere un punto di estremo relativo o assoluto in un punto di non continuità o di non 
derivabilità!  
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La tangente in un punto di flesso si chiama rette tangente inflessionale; ha la caratteristica di attraversare la curva (il punto di 
tangenza è un “punto triplo” ossia un punto con tre intersezioni coincidenti) 
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Massimi, minimi e flessi orizzontali   -   DERIVATA PRIMA 
Riprendiamo il Teorema di Fermat (1607-1665) sui punti stazionari. 
IPOTESI 
𝑓(𝑥)	definita in [𝑎; 𝑏] 
𝑓(𝑥) derivabile in ]𝑎; 𝑏[ 
𝑓(𝑥) ha in 𝑥+ un massimo o un minimo relativo, con 𝑥, ∈ ]𝑎; 𝑏[ 
 
TESI 
𝑓.(𝑥,) = 0 cioè 𝑥, è un punto stazionario per la funzione. 
Geometricamente: la retta tangente in un punto di massimo o di minimo relativo, non estremo dell’intervallo, è parallela all’asse x. 
 
OSSERVAZIONI 

1) Il teorema di Fermat fornisce una condizione necessaria per l’esistenza di un massimo/minimo relativo in un 
punti interno all’intervallo MA tale condizione non è sufficiente: 

𝑥,	max/min 	𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜 ⟹	𝑓.(𝑥,) = 0 
𝑓.(𝑥,) = 0	 ⇏	 𝑥,	max/min 	𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜 

 
ES. 𝑦 = 𝑥@ 
𝑥 = 0 è punto stazionario ma non è estremante relativo (ma è flesso a tangente orizzontale) 
 
𝑦. = 3𝑥B > 0									∀𝑥 ≠ 0 
 
 

2) Il teorema di Fermat parla di punti interni all’intervallo… ma gli estremanti relativi possono essere anche negli 
estremi di un intervallo o anche in punti di non derivabilità: 

 
Caso a: in x=1 e x=3 ci sono estremi relativi con derivata prima non nulla in tali punti estremi. 
Casi b e c: in x=c c’è un punto angoloso e un punto di cuspide, ma la derivata non è nulla in tali punti. 
 
Quindi… 
Data 𝑦 = 𝑓(𝑥) definita in [𝑎; 𝑏], i possibili punti estremanti vanno ricercati tra: 

• punti in cui 𝑓.(𝑥) = 0 
• gli estremi dell’intervallo (cioè in x=a e x=b) 
• i punti in cui la funzione non è derivabile             Es. 𝑦 = |𝑥B − 1| 

 I casi possibili per i punti stazionari sono:  
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N.B. In corrispondenza di un punto di flesso a tangente orizzontale la derivata prima è nulla (è un punto stazionario), ma il segno 
della derivata prima stessa non cambia nell’intorno del punto stesso! 
 

 
Flessi    -    DERIVATA SECONDA 

 

 
 
Esempio 1 
𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑥@ − 2𝑥B + 𝑥         Dominio=ℝ 
𝑦. = 3𝑥B − 4𝑥 + 1       𝑦. = 0	𝑝𝑒𝑟	𝑥 = 1	 ∨ 𝑥 = 1/3          Studio derivata prima:  
In x=1 e x=1/3 ci sono estremanti relativi: 
𝑦(1) = 0; 𝑦 OP

@
Q = R

BS
≅ 0.148       Þ       𝑀OP

@
; R
BS
Qmax 𝑟𝑒𝑙; 										𝑚(1; 0) min 𝑟𝑒𝑙 

 
𝑦.. = 6𝑥 − 4                  𝑦.′ = 0	𝑝𝑒𝑟	𝑥 = 2/3                    Studio derivata seconda:  
In x=2/3 c’è un punto di flesso (ascendente) a tangente obliqua; 
𝑦 OB

@
Q = B

BS
≅ 0,07      Þ       𝐹 OB

@
; B
BS
Q      flesso a tg obliqua 

 
Equazione della retta tangente inflessionale: 

𝑦 −
2
27

= 𝑦. _
2
3
` ∙ _𝑥 −

2
3
` 

Con 𝑦. OB
@
Q = − P

@
≅ −0,33 

 
 

Grafico della funzione: 
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Esempio 2 

𝑦 = √8 − 𝑥@c          Dominio=ℝ             𝑦. = ⋯ = efg

h(iefc)gc             𝑦.. = ⋯ = ePjf
(iefc)∙ h(iefc)gc         Dominio y’ e y’’ = ℝ− {2} 

Lo studio della derivata prima evidenzia che la funzione ha in x=0 un punto stazionario ed è sempre decrescente in ℝ 
Lo studio della derivata seconda:  
 
In x=0 la funzione ha un flesso (discendente) a tangente orizzontale  
mentre in x=2 ha un flesso (ascendente) ma a tangente verticale poiché lim

f→B
𝑓. (𝑥) = 	−∞ 

Grafico della funzione: 
 
 
 
 
 
 

 
Massimi, Minimi e Flessi    -    METODO DELLE DERIVATE SUCCESSIVE          (sintesi) 

Tale metodo si può essere utile nei casi in cui lo studio del segno della derivata prima si presenti difficoltoso. 

           
• Se la prima derivata 𝑓(p)(𝑥) che non si annulla in zi è di ordine pari si ha: 

𝑓(p)(𝑧r) > 0	 ⟹ in		𝑧r  la funzione è concava verso l’alto 
𝑓(p)(𝑧r) < 0	 ⟹ in		𝑧r  la funzione è concava verso il basso 

 
Esempio 
𝑦 = P

P,
𝑥j − 𝑥R  𝑦. = @

t
𝑥t − 4𝑥@ 𝑦.. = 3𝑥R − 12𝑥B 𝑦... = 12𝑥@ − 24𝑥 𝑦(R) = 36𝑥B − 24 … 

𝑦. = 0 ⟹ 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = ±vB,
@

  Studiamo x=0   𝑦′′(0) = 0  𝑦′′′(0) = 0 𝑦(R)(0) = −24 < 0 

Quindi in x=0 c’è un massimo relativo. Studiamo 𝑥 = ±vB,
@

  Qui ci sono due minimi relativi perché 𝑦.. w±vB,
@
x > 0 
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Studiamo gli zeri della derivata seconda per i flessi: 𝑦.′ = 0 ⟹ 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = ±√2 
Si ha: 𝑦...(−2) < 0 mentre 𝑦...(+2) > 0. Allora in x=-2 c’è un flesso obliquo (discendente) 
mentre in x=+2 c’è un flesso obliquo (ascendente) 
Grafico della funzione: 
 
 
 
 
 
 
 

PROBLEMI DI OTTIMIZZAZIONE      (problemi di massimo e di minimo) 
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SCHEMA GENERALE PER LO STUDIO DI UNA FUNZIONE 
1. Determinare il dominio Df della funzione 

1.1. Nel caso in cui il dominio della funzione sia simmetrico rispetto all’origine, si controlla se la funzione è pari o dispari: 
• f è pari Û   e quindi ha grafico simmetrico rispetto all’asse y 
• f è dispari Û  e quindi ha grafico simmetrico rispetto all’origine 

 Nel caso la funzione sia pari o dispari, nelle varie fasi dello studio potremo tenere presente la simmetria. 
1.2. Controllare se la funzione è periodica cioè se  In caso affermativo, basterà studiarla su di un 

intervallo di ampiezza T (essendo T il periodo).  
 
2. Determinare le intersezioni con gli assi  

• Per l'eventuale intersezione con l'asse verticale si porrà x=0 (se x=0 appartiene al dominio!) e si ricaverà il corrispondente valore di y.  
• Per le eventuali intersezioni con l'asse orizzontale si dovrà risolvere l'equazione . 

 
3. Studiare il segno della funzione mediante la disequazione , ricavando di conseguenza gli intervalli di positività e di 

negatività della funzione stessa. 
 
4. Calcolare i limiti della funzione agli estremi finiti, se esistono, del dominio da cui si deducono gli eventuali asintoti verticali; 

se il dominio è illimitato, si calcolano i limiti all’infinito, determinando se vi sono asintoti orizzontali o asintoti obliqui. 
 

Ai fini del grafico finale, determinare le eventuali intersezioni degli asintoti orizzontali e obliqui con il grafico della funzione. 
 

5. Calcolare la derivata prima , determinandone il Dominio Df
’ 

Tale dominio Df' potrebbe essere più ristretto del dominio Df della funzione; ciò significherebbe che in certi punti la funzione esiste, ma non è derivabile. 
Si potrà trattare di: flessi verticali, cuspidi, punti angolosi... Usando il “criterio di derivabilità”, calcolare i limiti della y' quando x tende ai confini di Df' per 
classificarli. 
 
Risolvere l'equazione  per trovare i "punti stazionari", punti in cui la tangente al grafico è parallela all’asse x e si 
calcolano le corrispondenti ordinate. 
 
Studiare il segno della derivata prima, risolvendo la disequazione  stabilendo così in quali intervalli la funzione è: 

Þ crescente (y'>0 implica retta tangente in salita, funzione crescente)  
Þ decrescente (y'<0 implica retta tangente in discesa, funzione decrescente)  

Si determineranno così i punti di massimo e di minimo relativo interni al dominio e anche i flessi a tangente orizzontale. 
 

6. Calcolare la derivata seconda  
Risolvere l'equazione ; questa equazione fornisce, in generale, le ascisse dei punti di flesso (ricordare però che non tutti i 
punti in cui si annulla y’’ risultano punto di flesso e d’altra parte si possono avere pure dei flessi in cui y’’ non si annulla (basti pensare ai flessi a tangente 
verticale). Calcolare le corrispondenti ordinate dei punti trovati. 
 
Studiare il segno della derivata seconda, risolvendo la disequazione  stabilendo così gli intervalli in cui la funzione: 

Þ y'' > 0 implica y' crescente, quindi y concava (funzione concava verso l’alto) 
Þ y'' < 0 implica y' decrescente, quindi y convessa (funzione concava verso il basso) 

 
I punti di flesso che si trovano sono flessi a tangente orizzontale solo se le ascisse di tali punti annullano sia la derivata seconda che la derivata prima, altrimenti 
sono flessi a tangente obliqua. 
Per una maggiore precisione del disegno è spesso utile determinare la cosiddetta retta tangente inflessionale ossia la retta 
tangente al grafico della curva negli eventuali punti di flesso obliqui ( . 

 
7. Raccogliere tutti gli elementi trovati nei punti precedenti in un piano cartesiano ortogonale che alla fine conterrà un grafico 

probabile della funzione in esame. E’ consigliabile visualizzare i diversi risultati via via che si ottengono; in tal modo il grafico 
verrà costruito a poco a poco. Potrà anche essere utile calcolare le coordinate di altri punti che si ritengono importanti per un 
disegno più accurato. 

 
Osservazioni: 

§ Per il calcolo dei massimi, dei minimi e dei flessi delle funzioni derivabili si può anche ricorrere al Metodo delle Derivate 
Successive, specie quando la risoluzione delle disequazioni coinvolte risulta troppo laboriosa. Per lo studio di alcune 
funzioni con derivata seconda complicata ci si ferma invece allo studio della derivata prima.  

§ Può accadere che una o più delle equazioni che ci si trova a dover risolvere ( , ,  o anche le 
corrispondenti disequazioni) non sia risolubile per via elementare. In tal caso ci si accontenterà di procedere graficamente 
localizzando le eventuali radici in opportuni intervalli; con il metodo di bisezione o con il metodo delle tangenti si potrà 
poi determinare un’approssimazione di queste radici. 

f (−x) = f (x),∀x ∈Df

f (−x) = − f (x),∀x ∈Df

f (x +T ) = f (x),∀x ∈Df

f (x) = 0

f (x) > 0

′f (x)

′f (x) = 0

′f (x) > 0

′′f (x)
′′f (x) = 0

′′f (x) > 0

mtg inflessionale = ′f (x flesso )

f (x) = 0 ′f (x) = 0 ′′f (x) = 0
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